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1 Einleitung

Insbesondere Gerd Gigerenzer (1993) vom Berliner
Max-Planck-Institut fiir Bildungsforschung vertritt
die plausible These, die Etablierung der heute iibli-
chen Inferenzstatistik in Wissenschaften wie etwa der
Psychologie sei vor allem der Tatsache zu verdanken,
dass die Statistikanwender die uniiberbriickbaren
Unterschiede der verschiedenen inferenzstatistischen
»Schulen — insbesondere verbunden mit den Namen
Bayes, Fisher sowie Neyman und Pearson — iiber-
haupt nicht verstanden haben und sich stattdessen an
ein in sich widerspriichliches Gemenge daraus hal-
ten, von Gigerenzer abfillig Hybridstatistik genannt.
Unklare Begrifflichkeiten sind wesentliches Element
dieser irrationalen Hybridstatistik.

Es sei mit Bezug zu dem im Titel genannten SiS-Bei-
trag von Motzer (2010a) exemplarisch demonstriert,
wie die entsprechenden Begriffverwirrungen auch
das Denken von Mathematiklehrern und -didaktikern
pragen. Exemplarisch (und damit vielleicht etwas
unfair zu Lasten von Renate Motzer) — denn die de-
monstrierten Begriffsverwirrungen kdnnte man auch
bei vielen (den meisten?) anderen Mathematikleh-
rern, Schulbuchautoren und selbst Stochastikdidak-
tikern zeigen. Die detaillierte Bezugnahme auf den
Beitrag von Motzer (2010a) erfolgt jeweils abkiir-
zend durch ein Tripel (Seite, Spalte, Zeile).

2 Bayes versus Fisher versus Neyman
und Pearson

Bei Bayes' geht es darum, die Wahrscheinlichkeiten
konkurrierender und erschopfender Hypothesen im
Lichte von Daten zu modifizieren. Es geht also da-
rum, auf der Basis der apriori-Wahrscheinlichkeiten
der Hypothesen und der bedingten bzw. hypotheti-
schen Wahrscheinlichkeiten der beobachteten Daten
unter den Hypothesen — den sogenannten Likelihoods
— aposteriori-Wahrscheinlichkeiten fiir die Hypothe-
sen zu gewinnen. Ergebnis einer Bayesschen Analyse
sind also die sich — geméal3 der berithmten Formel von
Bayes aus den Daten — ergebenden Wahrscheinlich-
keiten der konkurrierenden Hypothesen; irgendei-
ne ,,Entscheidung zwischen diesen Hypothesen ist
nicht (mehr) Bestandteil dieses Ansatzes. Insofern ist
die Rede von einem ,,Bayes-Test“ bei Motzer (30, 2,

38) abwegig, und ,,Fehler” kann es im Bayesschen
Ansatz nicht geben, weil dort gar nicht gehandelt,
nicht entschieden, nichts flir wahr gehalten oder er-
kannt wird. Der Bayessche Ansatz setzt voraus, dass
das Konzept der Wahrscheinlichkeit einer Hypothese
sinnvoll ist — was von den ,,objektivistischen* Sta-
tistikern wie Fisher und Neyman und Pearson fiir
die typischen statistischen Fragestellungen bestritten
wird; insbesondere haben fiir Fisher und Neyman
und Pearson Hypothesen typischer Weise nicht den
Charakter von — mehr oder minder wahrscheinlichen
— Ereignissen. Insofern ist auch die Benennung von
H, als ,,Gegenereignis“ zu H, im nichtbayesschen

Kontext bei Motzer (31, 2, 11) falsch.

Bei Fisher geht es darum, die Plausibilitit einer
isolierten (Null-)Hypothese auf der Basis der Uber-
schreitungswahrscheinlichkeit p der in einem Experi-
ment erhobenen Daten zu bewerten: Ist diese zu klein
— beispielsweise kleiner als 5 % —, wird dadurch die
Hypothese unplausibel. Bei Fisher gibt es keinen
expliziten Vergleich dieser Hypothese mit konkur-
rierenden Hypothesen, und Fisher sind die Konzepte
von ,,Fehlern” — schon gar der zweiten Art — fremd.
Das Signifikanzniveau ist bei Fisher nicht als Limit
fiir die Wahrscheinlichkeit konzipiert, sich gegen
die (Null-)Hypothese zu ,.entscheiden®, obwohl sie
zutrifft. Bei Fisher ,,entscheidet” man sich ndmlich
gar nicht, sondern man ,,erkennt™ etwas, genauer: es
,wird® einem eine Hypothese unplausibel oder eben
nicht.

Erst bei Neyman und Pearson ist das Hypothesentes-
ten explizit als ein — vor der Datenerhebung — fest-
gelegtes Verfahren zur Entscheidung zwischen ,,two
courses of action* konzipiert, ndmlich sich entweder
so zu verhalten, als gelte H,, oder so, als gelte H,.
Ein Test limitiert dabei die Wahrscheinlichkeit, das
erste zu tun, obwohl H, gilt, und ,,minimiert” dann die
Wabhrscheinlichkeit(en), das zweite zu tun, obwohl
H, gilt. Hier geht es also um ,,induktives Verhalten®,
wahrend es bei Fisher um ,,induktives Schlieen*
geht.

Gleich ob Bayes, Fisher oder Neyman und Pearson:
Immer geht es nur um Wahrscheinlichkeiten, nicht
um Sicherheiten — und damit scheidet eine Leitfrage
wie ,,Ist sie”, die neue Therapiemethode, ,,wirklich
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besser als die alte Methode?*, mit der Motzer in die
Diskussion eines statistischen Tests einfiihrt (32, 1,
6), von Vornherein aus: Und ganz typisch bearbeitet
sie diese unbeantwortbare, allenfalls noch im ,,epis-
temiologischen Konzept von Fisher naheliegende
Frage dann mit den damit inkompatiblen Konzepten
aus der Tradition von Neyman und Pearson, also mit
einem Fehler zweier Art riskierenden Entscheidungs-
verfahren, nicht etwa mit einem , Erkenntnisverfah-
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ren .

3 Zur Analogie von statistischem Test
und diagnostischem Test

Motzer geht es vor allem um die — didaktisch an-
geblich nutzbaren — Analogien zwischen dem Test
statistischer, d. h. also auf Vielheiten bezogener Hy-
pothesen einerseits, dem diagnostischen Test auf ein
einzelnes Individuum bezogener Hypothesen ande-
rerseits, etwa in der Medizin, wo ein solcher Test die
Hypothese H,: ,,Der Patient hat die Krankheit* ge-
gen die Hypothese H, . ,,Der Patient hat die Krankheit
nicht* testen mag und dabei ersichtlich Fehler — also
Fehldiagnosen — zweier Art riskiert: Die falsch-po-
sitive Diagnose einer tatsdchlich nicht vorhandenen
Krankheit (Fehler 1. Art), und die falsch-negative
Diagnose einer tatsdchlich nicht vorhandenen Krank-
heitsfreiheit (Fehler 2. Art). Insofern man die indi-
viduenbezogenen Hypothesen H, und H, in diesem
diagnostischen Kontext als Ereignisse mit positiver
Wabhrscheinlichkeit auffassen kann — etwa weil man
den Patienten als Zufallsziehung aus einer Population
betrachtet —, lasst sich hier sinnvoll von der beding-
ten Wahrscheinlichkeit der jeweiligen Fehldiagnose
reden.

Ersichtlich konnte es hier allenfalls eine Analogie
zum Konzept von Neyman und Pearson geben. Da-
rauf will Motzer wohl hinaus, auch wenn sie laufend
vollig verwirrend davon redet, ,,dass der Fehler 1.
Art und der Fehler 2. Art beim Signifikanztest nur
bedingte Wahrscheinlichkeiten sind“! (29, 2, 16,
gleichlautend auch 30, 1, 14) Tatsdchlich sind Fehler
1. und 2. Art keine bedingten Wahrscheinlichkeiten,
sondern sie haben allenfalls solche. (Auch wenn die
Verwechslung von ,,Haben oder Sein* gesellschaftli-
ches Zentralproblem sein mag — zumindest im Ma-
thematikunterricht konnte man sie vermeiden.) Aber:
Da fiir Neyman und Pearson ebenso wenig wie fiir
Fisher Hypothesen Ereignisse sind — und schon gar
nicht solche mit positiver Wahrscheinlichkeit —, wi-
derspricht diese Begrifflichkeit der iiblichen Begrift-
lichkeit, wie sie im traditionellen Stochastikunterricht
eingefiihrt wird: Eine ,,bedingte” Wahrscheinlichkeit
von A unter der Bedingung B setzt dort ndmlich vo-

raus, dass die Bedingung B ein Ereignis ist — und
dies auch noch mit positiver Wahrscheinlichkeit.
Kurzum: Motzer iibersieht, dass ihre Rede von den
,bedingten Wahrscheinlichkeiten* der Fehler 1. und
2. Art im Kontext statistischer Tests — anders als im
Kontext diagnostischer Tests — dem formalen Begriff
der bedingten Wahrscheinlichkeit widerspricht, den
die Schiiler vorher erworben haben diirften. Wenn
also die Analogie zwischen diagnostischem und sta-
tistischem Test nicht mehr Verwirrung erzeugen denn
vermeiden soll, miisste man vorher den Begriff der
bedingten Wahrscheinlichkeit wohl etwas anders
einfithren (etwa als ,,Wahrscheinlichkeit fiir A, wenn
man schon weill (oder unterstellt), dass B der Fall
ist™) oder aber hier einen anderen Begriff verwenden,
etwa den der ,,hypothetischen Wahrscheinlichkeit®.

Und dann: Die Analogie zwischen diagnostischem
und statistischem Test hinkt — und verwirrt — offen-
sichtlich, weil beim statistischen Test (auch in dem
von Motzer diskutierten Beispiel der Wirksamkeit
einer neuen Therapie) die Alternativhypothese typi-
scherweise keine ,,punktformige™ Hypothese etwa
der Form 7z = 0,5 ist, sondern eine ,,zusammengesetz-
te” Hypothese der Form 77 > 0,5 — und es deswegen
gar nicht wie beim diagnostischen Test die — bedingte
oder hypothetische — Wahrscheinlichkeit eines Feh-
lers 2. Art gibt, sondern allenfalls eine Funktion, die
diese Wahrscheinlichkeiten in Abhéngigkeit von dem
Parameter 77 beschreibt. Dazu unten unter 5. mehr.

4 Fehlerwahrscheinlichkeit
als Wahrscheinlichkeit von Daten?

»a und f ... geben Auskunft tiber die Wahrschein-
lichkeiten von Daten unter den Bedingungen H, und
H,.* (31, 1, 30, dhnlich auch 32, 2, 11) Auch hier
(verw)irrt Motzer: o und f sind eben keine Likeli-
hoods, also keine — bedingten oder hypothetischen
— Wahrscheinlichkeiten der beobachteten Daten, son-
dern — bedingte oder hypothetische — Wahrschein-
lichkeiten dafiir, dass eine aus den beobachteten
Daten aggregierte (suffiziente) Statistik, gemeinhin
Priifgrée genannt, in ein Intervall fillt, gemeinhin
Annahme- bzw. Ablehnungsbereich genannt, deren
Ausdehnung sich allerdings nach dem Fundamen-
tallemma von Neyman und Pearson aufgrund eines
Likelihood-Verhéltnisses ergibt. Oder in Fisherscher
Begriftlichkeit: p ist nicht die Wahrscheinlichkeit der
Daten (genauer: des sich aus diesen Daten ergeben-
den Wertes der Priifgrof3e) selbst, sondern die damit
verbundene Uberschreitungswahrscheinlichkeit, also
die Wahrscheinlichkeit der beobachteten und aller
noch extremeren denkbaren, tatscichlich aber nicht
beobachteten Daten bzw. PriifgroBenwerte.
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5 Nachtragliche Bayes-Analyse
eines Hypothesentest?

Diese Verwirrung Motzers wirkt sich dann auch aus
auf ihre Bayessche Analyse eines durchgefiihrten Ney-
man-Pearson-Tests (31, 1, 43), die ohnehin nur im Fal-
le eines in der typischen Praxis so gut wie nie vorkom-
menden Alternativtestes funktioniert, also bei ,,punkt-
formiger* Alternativhypothese. Dort wird — bei vorge-
gebenen aprori-Wahrscheinlichkeiten fiir die (trotz ih-
rer Punktformigkeit erschopfenden!) konkurrierenden
Hypothesen H, und H, — die Information verrechnet,
dass ein durchgefiihrter Neyman-Pearson-Test ein si-
gnifikantes Ergebnis erbracht hat, dass also die empi-
risch ermittelte Priifgrole in den Ablehnungsbereich
gefallen ist. Motzer scheint — in logischer Konsequenz
ihrer Verwechslung von Fehlerwahrscheinlichkeit mit
Datenwahrscheinlichkeit —zu libersehen, dass diese
Bayessche Analyse schon deshalb wenig sinnvoll ist,
weil sie unnoétig auf Information verzichtet, ndmlich
darauf, konkret welchen Wert die Priifgrof3e angenom-
men hat. Verwertete man diese detaillierte Information
und nicht nur die unprézise Information, dass dieser
Wert ,,irgendwo* im Ablehnungsbereich lag, resultier-
ten gegebenenfalls ganz andere, insbesondere viel aus-
sagekriftigere aposteriori-Wahrscheinlichkeiten.

Viel grundsitzlicher ist aber Folgendes: Wenn man
davon ausgeht, dass die Hypothesen eines im Sinne
von Fisher oder Neyman und Pearson bereits durch-
gefiihrten Tests Wahrscheinlichkeiten haben, dann hat
man den konzeptionellen Rahmen von Fisher sowie
Neymann und Pearson verlassen, und es gibt dann
iiberhaupt keinen rationalen Grund mehr, sich im
Nachhinein aus Bayesscher Perspektive mit dem Er-
gebnis eines Nichtbayesschen Tests zu beschiftigen,
der grundsitzlich nur auf die Likelihoods rekurriert
und notwendiger Weise die apriori-Wahrscheinlich-
keiten ignoriert. (Dies gilt auch, wenn man die apri-
ori-Wahrscheinlichkeit wie Motzer (31, 1, 38) in eine
fiktive Annahme iiber den ,,Anteil der Studien* klei-
det, bei denen H, gilt — eine vollig unrealistische ,,fre-
quentistische Verkleidung eines tatsédchlich ,,subjek-
tiven* Wahrscheinlichkeitsbegriffs, die schon daran
leidet, dass man dann im Ernst eine konkrete Studie
als Zufallsziehung aus einer Population von Studien
interpretieren miisste.) Pointiert formuliert: Wer einen
Test im Sinne von Fisher oder Neyman und Pearson
durchfiihrt, tut dies rationaler Weise wohl nur deshalb,
weil er nicht davon ausgeht, dass seine Hypothesen
Wahrscheinlichkeiten hétten. Wiirde er diese Prémis-
se nicht machen, gidbe es wohl keinen Grund mebhr,
einen Test im Sinne von Fisher oder Neyman und
Pearson zu machen, also die vorhandenen Hypothe-
senwahrscheinlichkeiten zu ignorieren. Es ist kaum

eine Situation vorstellbar, wo eine solche Ignoranz
gegeniiber Hypothesenwahrscheinlichkeiten (in der
Fachsprache: ,,Vorinformation*) — sofern vorhanden —
irgendeinen Sinn machen konnte. Genau darauf lduft
aber die Argumentation von Motzer hinaus, indem sie
zunéchst einen nur fiir den Fall fehlender Hypothe-
senwahrscheinlichkeiten gedachten Test im Sinne von
Neyman und Pearson durchfiihrt und dann auf der Ba-
sis des Ergebnisses dieses Tests (Entscheidung gegen
H,) im Nachhinein fragt, was daraus — also nicht etwa
aus den erhobenen Daten selbst und ihren Likelihoods
— im Bayesschen Kontext folgt, wenn man nun plotz-
lich doch Hypothesenwahrscheinlichkeiten unterstellt.
Ich kann mir kaum vorstellen, dass so etwas nicht zur
weiteren Verwirrung von Schiilern beitragt.

6 Fazit

Es gibt noch weitere, eher lustige Verwirrungen. So
behauptet Motzer (31, 2, 18): ,,Liegt ein Testergebnis
vor, kann nur noch einer der beiden Fehler gemacht
werden.” Dumm nur: Wenn das Ergebnis eines Hy-
pothesentests vorliegt, der Test also gemacht, die
Entscheidung also gefallen ist, dann kann man gar
keinen Fehler mehr machen, sondern man Aat allen-
falls einen solchen bereits gemacht.

Und nachdem Motzer in ihrem hier kritisierten Bei-
trag ausfihrlichst mit den nur aus der Tradition von
Neyman und Pearson stammenden Konzepten von
Fehlern der 1. und der 2. Art und ihren (bedingten)
Wabhrscheinlichkeiten beim Hypothesentesten ar-
gumentiert hat, operiert sie (2010b) im sofort daran
anschlieBenden Beitrag ,,13 — eine Pechzahl beim
Lotto?* ausschlieBlich mit den Konzepten von Fisher,
insbesondere mit dem Argument, ein Untersuchungs-
ergebnis sei ,auffallend” (also wohl ,signifikant),
,wenn es um mindestens 2 Standardabweichungen
vom Erwartungswert abweicht”, also letztlich mit
dem Konzept der hinreichend geringen Uberschrei-
tungswahrscheinlichkeit. (Und da ist es dann auch
moglich, dass ein Test nur ,,fast signifikant* wird, et-
was, was im theoretischen Rahmen von Neyman und
Pearson vollig bedeutungslos wire.) Hier ist plotzlich
keine Rede mehr von Fehlerwahrscheinlichkeiten, und
zwar nicht nur nicht von denen der 2. Art (die mit den
simplen 2 o—Umgebungsiiberlegungen Motzers auch
gar nicht modellierbar wéren), sondern auch nicht von
denen der 1. Art. Dabei unterscheidet sich der Test der
Nullhypothese, dass bei einer Lottoziehung die 13 mit
der Wahrscheinlichkeit 6/49 auftaucht, wohl in nichts
von dem in dem oben kritisierten Beitrag (2010a) dis-
kutierten Test der Nullhypothese, dass die Heilungs-
wahrscheinlichkeit einer neuen Therapie sich nicht
von der der alten Therapie unterscheidet.? Wie soll
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das ein Schiiler verstehen, wenn eine ,,Unterrichts-
einheit ... am Ende einer Sequenz iiber Hypothesen-
testen* (Motzer 2010b, S. 34) gerade die von Motzer
(2010a) zuvor als fiir das Hypothesentesten wesent-
lich charakterisierten — und durch Analogie zum dia-
gnostischen Test vermeintlich besonders verstandlich
gemachten — Konzepte von Fehlern zweier Art und
ihren (bedingten) Wahrscheinlichkeiten {iberhaupt
nicht anwendet, sondern es bei ganz anderen Konzep-
ten wie ,,aufféllig” oder ,,signifikant* (im Sinne von
Uberzufilligkeit oder geringer Uberschreitungswahr-
scheinlichkeit oder geringem p-Wert) belédsst? Oder
konnte es sein, dass hier der Lehrer selbst gar nicht
verstanden hat, dass es sich um génzlich verschiede-
ne Konzeptionen vom Hypothesentesten handelt — hie
Fisher, dort Neyman und Pearson?

Anmerkungen

1 Die Namen Bayes, Fisher sowie Neyman und Pearson
stehen hier nur als Chiffren. Ob und inwieweit diese Per-
sonen selbst die mit ihren ,,Schulen gemeinhin assozi-
ierten Ideen, die hier ohnehin nur ganz grob und verein-
facht skizziert werden, geteilt haben, sei dahingestellt.

2 Zumindest wird ein Unterschied zwischen diesen bei-
den stochastischen Situationen von Motzer nicht be-
nannt oder auf den Begriff gebracht. Natiirlich kdnnte
man dies versuchen, indem man fiir die Frage nach der
Wirksamkeit einer neuen Therapie auf die offensichtli-
chen praktischen Konsequenzen verweist — und damit
(eher) auf den Ansatz von Neyman und Pearson — und
fiir die Frage nach der Wahrscheinlichkeit der 13 beim
Lotto auf deren rein ,,theoretischen Charakter — und
damit (eher) auf den Ansatz von Fisher. Was die von
Motzer aufgrund eines replizierten signifikanten Ergeb-
nisses als Pechzahl qualifizierte 13 angeht, erscheint
allerdings zweifelhaft, dass dieses zweimal signifikan-
te Testergebnis irgendjemand ernsthaft dazu bewegen
konnte daran zu glauben, dass die 13 tatsdchlich eine
geringere Zichungswahrscheinlichkeit hat als die an-
deren Zahlen, und kritische Schiiler wiirden dies wohl
auch sofort einwenden — und damit gleich einen klassi-
schen Einwand der Bayesianer gegen den Signifikanz-
test entdecken: Die Blindheit gegentiber relevanter Vor-

information. Alle unsere Vorkenntnisse iiber die Physik
der Lottoziehung schlieBen es ndmlich so gut wie sicher
aus, dass irgendeine Zahl mit hoherer Wahrscheinlich-
keit als andere Zahlen gezogen wird. Und noch eine an-
dere Schwiche des Signifikanztestes wiirden kritische
Schiiler hier gleich mitentdecken, ndmlich die logische
Inkonsistenz der Hypothesen, die man ,,abgelehnt oder
,hicht abgelehnt™ bzw. flir die man sich ,,entschieden®
hat: Wenn man nur solche Nullhypothesen fiir unplausi-
bel halten soll (Fisher) oder dem eigenen Verhalten nicht
zugrunde legen soll (Neyman und Pearson), gegen die
man ein (repliziertes) signifikantes Ergebnis gefunden
hat, dann hat man beim Lotto ein Problem, weil sich ein
solches — nach Motzer — nur fiir die 13 fand: Man miiss-
te daran glauben bzw. in seinem Verhalten davon ausge-
hen, dass zwar die Ziehungswahrscheinlichkeit der 13
(pro Einzelziehung) ungleich 1/49 ist, die aller anderen
Zahlen aber gleich 1/49. Dies wére aber ein logischer
Widerspruch, denn die Ziehungswahrscheinlichkeit der
13 kann nun mal nur dann von 1/49 abweichen, wenn
auch andere Zahlen nicht mit der Wahrscheinlichkeit
1/49 gezogen werden.
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